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Objetivos

* Analizar el concepto del momento de una fuerza y
mostrar como calcularla en dos y tres dimensiones.

* Proporcionar un método para encontrar el momento de
una fuerza con respecto a un eje especifico.

* Definir el momento de un par.

* Presentar métodos para determinar las resultantes de
sistemas de fuerzas no concurrentes.

* Indicar como reducir una carga simple distribuida a
una fuerza resultante con una ubicacion especifica.



Introduccion

e El tratamiento de un cuerpo como una sola particula no siempre es
posible. En general, el tamafio del cuerpo y los distintos puntos de
aplicacion de las fuerzas tienen que tenerse en cuenta

« La mayoria de los cuerpos en mecanica elemental se supone que son
rigidos, es decir, las deformaciones reales son pequeiias y no afectan a
las condiciones de equilibrio o de movimiento .

* En el presente capitulo se describe el efecto de las fuerzas ejercidas sobre
un cuerpo rigido y la forma de sustituir un sistema dado de fuerzas por un
sistema equivalente mas simple.

Momento de una fuerza respecto a un punto
Momento de una fuerza respecto a un ¢je
Momento debido a un par

 Cualquier sistema de fuerzas que actiian sobre un cuerpo rigido puede ser
reemplazado por un sistema equivalente que consiste en una fuerza que
actia en un punto dado y un par de fuerzas .



Fuerzas exteriores y fuerzas interiores

» Las fuerzas que actiian sobre los
cuerpos rigidos se dividen en dos
grupos:

Las fuerzas externas
Las fuerzas internas

e [.as fuerzas externas se muestran
en un diagrama de cuerpo libre.

 Sin oposicion, cada fuerza externa puede dar un movimiento de traslacion o
rotacion, o ambos.



Producto Vectorial de dos vectores

* El concepto de momento de una fuerza alrededor de TV —
un punto es mas facil de entender a través de , I
aplicaciones del producto vectorial o producto cruz. (9
* Producto vectorial de dos vectores Py Q se define )y 4
como el vector V que satisface las siguientes @
condiciones: ,
1. La linea de accidon de V es perpendicular al I\
plano que contiene Py Q. £
2.Magnitud de Ves V = PQsin ¢ -

3. El sentido de V se obtiene mediante la regla de
la mano derecha,

 Productos vectoriales:
- No son conmutativos,Q x P = —(P xQ)
- Son distributivos, P x(Q; +Q,)=PxQ; +PxQ,
- No son asociativos, (PxQ)xS # Px(QxS)



Producto vectorial: Componentes Rectangulares

* Productos vectoriales de los vectores unitarios y
cartesianos,

L . .. Aj
L ded =g D
Ix]=K Jx]J=0 kxjJ=-I

Lo~ - I R /IXJI\

I xk=—] Jxk=1 kxk=0 .

* Productos vectoriales en términos de
coordenadas rectangulares,

V =(Pi + P, J+ PZIZ)x(QXT+QyT+QZIZ)
= (Psz B I:)zQy)T +(P,Qx —PQ; )]
+(PQy —P,Q K

—

P K
=P, P, P,
Qx Qy Q;



Momento de una Fuerza respecto a un punto

* Un vector de fuerza se define por su magnitud y
direccion. Su efecto sobre el cuerpo rigido también
depende del punto de aplicacion.

« El momento de F respecto O se define como:
MO =rxF

 El vector momento My es perpendicular al plano
que contiene O y la fuerza F.

* La magnitud de My mide la tendencia de la fuerza
para provocar la rotacion del cuerpo alrededor de un
eje a lo largo de M.

Mo =rFsiné = Fd
El sentido del momento puede ser determinado por
la regla de la mano derecha.

e Cualquier fuerza F’ que tenga la misma magnitud y
direccion que F, es equivalente si también tiene la
misma linea de accidn y, por tanto, produce el mismo
momento.



Momento de una Fuerza respecto a un punto

o

 Las estructuras de dos dimensiones tienen largo y ancho,
pero insignificante profundidad y estan sometidos a
fuerzas que figuran en el plano de la estructura.

* El plano de la estructura contiene el punto O y la fuerza F.
Mo, el momento de la fuerza respecto a O es perpendicular al
plano.

(@) M=+ Fd

 Si la fuerza tiende a girar la estructura en sentido
contrario al del movimiento de la manecillas del reloj, el
sentido del vector momento esta fuera del plano de la
estructura y la magnitud del momento es positivo.

 Si la fuerza tiende a girar la estructura en el mismo sentido
al del movimiento de la manecillas del reloj, el sentido del
vector momento es en el plano de la estructura y la
magnitud del momento es negativo.

(b) My, = Fd



Teorema de Varignon

*El momento respecto a un punto O de la resultante
de varias fuerzas concurrentes es igual a la suma de Fy F,
los momentos de los diversos momentos de cada
una de las fuerzas sobre el mismo punto O.

fx(lfl +|E2 +"')= I x Ifl + T X Ifz + .-

 El teorema de Varignon hace que sea posible sustituir la determinacion
directa del momento de una fuerza F por los momentos de dos o mas fuerzas

componentes de F.



Ejemplo 4.1

Una fuerza vertical de 100 N se aplica al extremo
de una palanca que se adjunta a un eje en O.

Determinar:
a) momento en O,

b) una fuerza horizontal en A en el que se crea el
mismo momento

c) la menor fuerza en A que produce el mismo
momento

d) A qué distancia de O se tiene que aplicar una
fuerza de 240 N para producir el mismo
momento.

¢) ¢ alguna de las fuerzas de b, c, yd es
equivalente a la fuerza original.?



Ejemplo 4.1

a) Momento respecto a O es igual al producto de la
fuerza y la distancia perpendicular entre la linea de
accion de la fuerza y O. Puesto que la fuerza
tiende a girar la palanca en sentido horario, el
vector momento es en el plano del papel.

M, =Fd
d =(0,24)cos60°=0,12m.
My =(100 N)(0,12m)

M, =—-12N-m




Ejemplo 4.1

b) Fuerza horizontal en A que produce el mismo

k momento

d =(0,24m)sin 60° = 0,208 m
M, =Fd
12N-m = F (0,208 m)
F_ 12N -m
0,208 m

F=57,7N




Ejemplo 4.1

c) La menor fuerza aplicada en A, para producir el
mismo momento se produce cuando la distancia
perpendicular es un maximo o cuando F es

perpendicular a OA.
M, =Fd
12N =F (0,24 m)
F_ 12N -m
0,24 m

F=50N




Ejemplo 4.1

d) Determinar el punto de aplicacion de una fuerza
de 240 N para producir el mismo momento,

M, = Fd
12N - m=(240 N)d
d=12N"m_ 6 0sm
240 N

OB co0s60° =5cm

OB =10 cm




Ejemplo 4.1

¢) Aunque cada una de las fuerzas en las partes b), ¢), y
d) produce el mismo momento que la fuerza de 100
N, no son de la misma magnitud y sentido, o en la
misma linea de accion. Ninguna de las fuerzas es
equivalente a la fuerza de 100 N.




Ejemplo 4.2
SO)F]/W]

La placa rectangular se mantiene con el apoyo de
los soportes en A y B y por un alambre CD.

Sabiendo que la tension en el alambre es de 200 N, 80 ST
determine el momento en A, de la fuerza ejercida A
por el alambre en C.

240 mm

SOLUCION:

El momento M, de la fuerza F ejercida
por el cable se obtiene al evaluarel
producto vectorial, M, =T axF

Notacion I /A vector con origen en A (punto respecto al cual se
calcula el momento) y extremo en C ( punto de aplicacion de la

fuerza)




Solucién ejemplo 4.2

Y

Cﬁm‘/‘w‘ I, a = 0,37 +0,08k
D

0.24 D(0, 0,24, 0,08)

0-081}“/ C(0,3, 0, 0,4)
/ F..=-0,3 +0,24] —0,32k
\D/C
/ X
024In ‘FD/C‘:\/0932+0,242 +0,32° =0,5m

3 (—0,3T+0,24i—o,3212)
F =200 —
0,5

¢ ~1207 +96] —128k




Solucién ejemplo 4.2

Y

- (7.68 N'm)i

(28.8 N'm) k

F=(200 N)N .

]k
M,=/03 0 0.08
~120 96 —128

M, =—(7.68 N-m)i +(28.8N-m)] +(28.8 N-m)k




Producto Mixto De Tres Vectores

» Producto mixto triple de tres vectores,

Se (I3 X (j) = resultado escalar

 Los seis productos mezclados de forma triple de S, Py
Q tienen magnitudes 1guales pero no el mismo signo,

§o(|3><(j) (QXS) ( IS)
=-Se(QxP )= +(5xQ)=-Qs(PxS)
* Evaluacion del producto mixto
Se(PxQ)=5,(P,Q; —P,Qy )+ Sy (P,Qx - P,Q;)
+5,(PQy —PyQy)
Sy Sy 3;
=P, P, P

y
Qx Qy Qg




Momento De Una Fuerza sobre un eje

* Momento Mg de una fuerza F aplicada al y
punto A sobre el punto O,

Mozfxﬁ

* Momento escalar Mg, sobre un eje OL es la
proyeccion del momento vectorial Mg sobre el eje,

MOL:/TOMO :Zo(fxlf)



Momento de una fuerza sobre un eje . Ejemplo 4.3

/  Momento de una fuerza sobre un ¢je arbitrario ,
Mg = AeM .
— e (fB A\ X |f)
Ny =Tea =Ty —Tg

x  Elresultado es independiente del punto B
a lo largo del eje dado.

F — 3()T_|_2()]'_1()E Aplicada en el punto A(1,-1,1)
P(,2,-4)
x—lzy—2:z+4 Q(3,8,-6)
1 3 - EET
Solucion: \/ﬁ




Ejemplo 4.4 Momento de F respecto al eje de la puerta

A(0.4,0.6,-0.2)
B(0,1, 0)
0(0, 0.2, 0)

—_— -

F=-10 Nk




Ejemplo 4.5

-----------------------

- Sobre un cubo actia una fuerza
y. 5~ /. P como se muestra en la figura. Determina
- el momento de P

a) respecto A

b) Respecto a la arista AB

c) Respecto a la diagonal AG del cubo.




Soluciéon ejemplo 4.5

y  Momento de P sobre A,

D ¢ MAzfA x P
A 5 5 QF:aT—a]:aGV—D

p i "G“ P=P(J2T+v2])=PV2(7+])
(AR UT T Ma=a(i-T)epa(i+)

AT M, = (@Pv2)i + ] +K)

. P .
PZZE{J_k) « Momento de P sobre AB,

. P . M, =1eM,
=al =D z(0-k)= 7 o(aPv2)i+]+K)

M,
%(T+]+k) M g =aP+2
2




Soluciéon ejemplo 4.5

* Momento de P sobre la diagonal AG,

L 4 MAG:Z.MA

|
A ! B R — r>_ —.>_ " R N R
<h i ;/ 7 T 81— ak—l(i—j—k)

O%C JYe a\/§ _\/§
) vl MAzaP(T+T+IZ)

: MAG=%(T—T—IZ)oaTZ(T+T+IZ)
aP
=%(1—1—1)
M xc __aTz




Momento de un Par

* Dos fuerzas F y -F que tiene la misma magnitud,
lineas paralelas de accion y sentido opuesto se
dice que forman un par.

 Momento de un par,

M :F'AXIE+F'B><(—IE)
:(FA—FB)XIf
=rxF

M =rFsind = Fd

» El vector momento del par es independiente
de la eleccion del origen de los ejes de
coordenadas, es decir, es un vector libre que
se pueden aplicar en cualquier punto con el
mismo efecto.




Momento de un Par

Dos pares tendran los mismos momentos si
* Rd, =F,d,
* los dos pares se encuentran en planos paralelos,

* los dos pares tienen el mismo sentido o la
tendencia a causar la rotacidon en la misma
direccion.




Los Pares pueden ser representados por vectores

y
7 I Mf (M =Fd) y
_Fi;% vl hfw M
# P M 1 if
4\“‘““{&%// F T — $ o >

— - — ol »
2 x 0 X ﬂ x ‘%Lem x
/ hl p X

» Un par puede estar representado por un vector con magnitud
y direccion igual al momento del par

]

r
e
21

* Los vectores de un par obedecen la ley de la suma de
vectores.

* Un par de vectores es un vector libre, es decir, el punto de
aplicacion no es significativo.

« Los pares pueden ser descompuestos en componentes.



Reduccion de una fuerza, en una fuerza en Oy un par

* El vector fuerza F no puede ser trasladado simplemente a
O sin modificar su accion sobre el cuerpo.



Reduccion de una fuerza, en una fuerza en Oy un par

» Colocacion de vectores de fuerza igual y opuesta en O no produce
ningun efecto neto sobre el cuerpo.

 Las tres fuerzas pueden ser reemplazadas por un vector de fuerza
equivalente y el vector de par, es decir, un sistema fuerza-par.



Reduccion de una fuerza, en una fuerza en Oy un par

* Moviendo F desde A a un punto diferente O’ requiere la
adicion de un par de vectores diferentes M,

MO. ~7'xF

* Los momentos de F respecto O y O’ estan relacionados,
My =F'xF =(F +3)xF =FxF +§xF
=M o TSX F
« Al mover el sistema de fuerza-par de O a O 'requiere la
adicion del momento de la fuerza en O respecto a O'.



Ejemplo 4.6 Y

Determinar las componentes del par simple que es equivalente a los dos
pares que se muestran.



Solucion ejemplo 4.6

y Dado que los pares se comportan como vectores
libres ( no importa el punto de aplicacidn) vamos
a tomar momentos respecto al punto D (;por
que?)

Tomando el origen de coordenadas en el punto B

=7k ;F.=9]+19k ; F, =—9] +19k

Momento de la fuerza de 20 N aplicada en E
20N respecto al punto D

M, (20)=T.,, x(—20i)= (9i —12|2)>< (=207 ) = 240Nm ] +180Nm k
Momento de la fuerza de 30 N aplicada en C respecto al punto D

M (30)=T,p x(=30k)=(18])x(-30k)=—-540Nm |

Luego el momento resultante M = —540Nm i +240Nm | +180Nm K



Ejemplo 4.7

Reemplazar el par y la fuerza mostrados en la figura
por una sola fuerza equivalente aplicada a la palanca.
Determinar la distancia desde el eje hasta el punto de
wo~N  aplicacion de esta fuerza equivalente.

| 200 N

SOLUCION:

T Hallamos el momento del par respecto a O
¥ = (40N);

—200-0,12k = —24k (N-m)




Solucién ejemplo 4.7

» Para trasladar la Fuerza de B a O se le
anade el momento de F respecto a O.

M, =OBxF =(0.151 +0.26)x(—400]) = 60k (N -m)

= (60 N-m) k
— {400 NJ j

— (24 N-mk |
b * Este momento se suma al del par de fuerzas

M = —24k — 60k = -84k (N-m)

AR Para hallar la distancia d al punto C de aplicacion de la
fuerza equivalente (que produzca el mismo momento
(400 N respecto de O),

—84K = OC x (—400k ) = d (cos 60° T + 5en60° ] ) x (—400K)

- (400 N} De donded, d =420 mm

-35



Sistema de fuerzas: Reducciéon a una fuerza y un par

Ml/

Un sistema de fuerzas puede ser reemplazado por un

conjunto de sistemas par de fuerzas de accion de un punto
dado O

La fuerza y los vectores de pares pueden ser combinado
en un vector de fuerza resultante y un vector par

resultante, R=SF ME = Z(rx |f)

El sistema de fuerzas de pares en O puede ser trasladado
a O 'con la adicion del momento de la resultante
respecto a O, M& =MS +5xR

M

Dos sistemas de fuerzas son equivalentes si se puede reducir al mismo
sistema fuerza-par.



Sistema de fuerzas: Reducciéon a una fuerza y un par

« Si la fuerza resultante y el par en O son mutuamente perpendiculares, se
pueden sustituir por una sola fuerza actuando a lo largo de una nueva linea de
accion.

 El sistema fuerza-par de un sistema de fuerzas serdan perpendiculares si:

1) las fuerzas son concurrentes

2) las fuerzas son coplanarias, o

3) las fuerzas son paralelas.

-37



Ejemplo 4.8

Para la viga de la figura, reducir el sistema de fuerzas que se muestra a (a) un
sistema equivalente fuerza-par en A, (b) un sistema equivalente fuerza-par en B
y (¢) una unica fuerza o resultante.

Nota: Debido a que no se incluyen las reacciones de apoyo, el sistema dado no
mantendra la viga en equilibrio.

150 N 600 N 100 N 250 N

- 38



Solucién ejemplo 4.8

150j  —600j 100 —250

a) Calculamos la fuerza resultante y el
momento resultante respecto de A.

R=>F=(150N)j—(600N)j+(100N)j—(250N)j

—>

R=—(600N)j

<
> 0
[l

> (FxF)=(1.67)x(-6007 ) +(2.87)x(100] ) +(4.87 ) x(-2507)
- (600 N) j

MR =—(1880 N-m)k ( 'l'

— (1880 Nm) k




Solucién ejemplo 4.8

(600 N) j b) Hallar el sistema fuerza-par equivalente en
,‘ B a partir del calculado para el punto A.
( To— La fuerza no varia al trasladar el sistema
~ (1880 N+m) k fuerza-par de A a B.
R =—(600N)j
— (600 N) j

— (1880 Nm) k ‘

El momento en B es igual al momento respecto
de B del sistema fuerza-par encontrado para A.

-] (2880 N+m)

ME=MP 4, xR =
=—(1880 N-m)k +(—4.8 m)i x (600 N) J =
— (1880 N-m)K +(2880 N-m)K ‘”’"iw

Hﬂ'(}'ﬂ N-m)k



Ejemplo 4.9

Tres cables estan conectados al soporte como se muestra. Reemplace las
fuerzas con un sistema equivalente fuerza-par en A.

1200 N

, 60°

-

[
P 4

/j 100 mm  ~ \\
\

z \

E(150 mm, —=50 mm, 100 mm)



Solucion ejemplo 4.9

00 N
4z JO0ON

100 mm

E(150 mm, —50 mm, 100 mm)

1. Hallamos los vectores de posicion

de las fuerzas respecto a A.
Fya =0.0757 +0.050K (m)
Fe/a =0.0751 —0.050K (m)
Fora = 0.1001 —0.100 (m)

2. Descomponemos las fuerzas en sus

componentes rectangulares

F, =(700N)A
7 Tem _ 751 1507 + 50k
e/ 175

=0.4297 —0.8577 +0.289k
F, =300i —600] +200k (N)

F. = (1000 N)(cos 457 —cos457])
=7071 -707] (N)

Fy = (1200 N)(cos 60T +cos307)
= 6007 +10397 (N)



Solucion ejemplo 4.9

3. Hallamos la fuerza equivalente,

R=>F =(300+707+600)i +
+(=600+1039) ] +(200-707)k

R =16071 +4397 507k (N)

‘|

(17.68 N*m) j f\t)

(30 Nem) i

4. Hallamos el par equivalente,

MR=3(F

< F)

Py a XF 5=10.075

300 -600 200

 ad g

| J

Foa xF=]0.075 0

707 0

=

600

;
0

—0.050
—-707

i

1039

—

K

3
0.100 —0.100 0
0

—

k

0.050/ = 30i — 45k

ME =307 +17.68] +118.9k

=17.68]

=163.9k



Problema propuesto 4.1

Determine el momento de la fuerza con respecto al punto O.

MZ =2491 Nm k



Problema propuesto 4.2

Determine el momento de la fuerza con respecto al punto O.

100 N

L 3

<

R =_460 Nm k



Problema propuesto 4.3

Determine el momento de la fuerza con respecto al punto O.

500 N

3m

45°

<

1,06 kNm k

R
0]



Problema propuesto 4.4

Si el hombre en B ejerce una fuerza de P=30 N sobre su cuerda, determine la

magnitud de la fuerza F que el hombre en C debe ejercer para evitar que el poste
gire, es decir, de manera que el momento resultante de ambas fuerzas con respecto

a A sea cero.

45°

F = 40N



Problema propuesto 4.5

Determine el momento de par resultante que actiia sobre la viga.

400 N 400 N
A 200 N
-h:ﬂ l r—
. 1[],E m
200 N
Im T 2m -
300N 300 N

M, = —740Nmk



Problema propuesto 4.6

Determine el momento de par resultante que actia sobre la placa triangular.

4m 4m
200N 150 N
3m [ 4m ’ 3} B}
4 M§ =-2600 Nm k

300 N 300 N



Problema propuesto 4.7

Determine la magnitud de F de modo que el momento de par resultante que
actia sobre la viga sea del,5 kN m en el sentido de las manecillas del relo;.

0.9 m

2 kN

oo I

F =2,33 kN



Problema propuesto 4.8

Una losa de cimentacion cuadrada soporta las cuatro columnas mostradas en la
figura. Determine la magnitud y el punto de aplicacion de la resultante de las
cuatro cargas

4




Problema propuesto 4.9

Reemplace el sistema de cargas por una fuerza resultante equivalente y
especifique el punto, medido desde O, donde la linea de accidon de la resultante
interseca a la viga.

R=-1250 N j ; M& =-7500 Nm k
A 6 m aladerechade O



Problema propuesto 4.10

Reemplace el sistema de cargas por una fuerza resultante equivalente y
especifique el punto, medido desde A, donde la linea de accion de la resultante
interseca al elemento.

100 N

R=85NT+163,3N];M&=509,5Nmk
d=3,12m



Problema propuesto 4.11

Reemplace las cargas mostradas por una sola fuerza resultante equivalente y
especifique las coordenadas X y y de su linea de accion.

400 N

100 N

R=-800 N k
X=2,125m ; y=4,50m



